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NINIEJSZA INSTRUKCJA

Sªu»y zapoznaniu Was z zagadnieniem demodulacji
niezwykle przydatnym przy pomiarze sªabych sygnaªów
lub analizie sygnaªów szybkozmiennych. Jest to narz¦-
dzie bardzo cz¦sto wykorzystywane w eksperymentach
�zycznych, pot¦»ne i zasadniczo nietrudne.
Przed ¢wiczeniem wykonaj wszystkie numerowane po-

lecenia Oblicz, Wykonaj rysunek. Polecenia z * s¡ trud-
niejsze � opcjonalne.

I. NOTACJA

W tej instrukcji rozwa»my zagadnienie odbioru sy-
gnaªu ultrad¹wi¦kowego, który w niezaburzonej postaci
mógªby zosta¢ odebrany przez mikrofon jako napi¦cie si-
nusoidalnie zale»ne od czasu. W szkole napisaliby±my:
U(t) = U0 cos(ω0t + φ) gdzie U0 jest amplitud¡, ω0 cz¦-
sto±ci¡ koªow¡, za± φ faz¡ sygnaªu. Obecnie preferujemy
raczej notacj¦

U(t) = <(Ũ exp(iω0t)) =
1

2
Ũ exp(iω0t) + c.c. (1)

gdzie zespolona amplituda Ũ opisuje zarówno amplitud¦
jak i faz¦ napi¦cia, < oznacza cz¦±c rzeczywist¡, za± c.c.
sprz¦»enie zepolone. Mo»na j¡ skonstruowa¢ ze szkolnych
wielko±ci Ũ = U0 exp(iφ). Mo»na tak»e jeszcze inaczej
zapisa¢ napi¦cie od czasu jako

U(t) = <(Ũ) · cos(ω0t) + =(Ũ) · sin(ω0t). (2)

Niejednokrotnie wygodnie jest przedstawi¢ amplitud¦ ze-
spolon¡ Ũ = U0 exp(iφ) w postaci wektora na pªaszczy¹-
nie zespolonej.
Uwaga zwró¢ uwag¦ na ró»nic¦ miedzy cz¦stotlio±ci¡

� zwyczajowe oznaczenie f � która jest odwrotno±ci¡
okresu drga« T = 1/f oraz cz¦sto±ci¡ koªow¡ ω = 2πf .
Na wykresach oraz przy podawaniu liczb latwo o niepo-
rozumienie, którego mo»na unikn¡¢ pisz¡c w przypadku
cz¦sto±ci koªowej np. ω = 2π × 100Hz, za± na osiach
rysunkow generalnie najlepiej zawsze podawa¢ czs¦totli-
wo±¢ f . Wszelkie generatory pozwalaj¡ nam ustawia¢
cz¦stotliwo±¢ f , czasem okres T , nigdy ω. Rachunki,
przeciwnie, lepiej prezentuj¡ si¦ w notacji z cz¦sto±ci¡
koªow¡ ω.
Oblicz 1. Sygnaª z jednego generatora podªaczono do

dwóch oscyloskopów. Oba oscyloskopy byªy wyzwalane
z sygnaªu sieci elektrycznej 50 Hz, ale byªy ustawione na
przeciwne zbocza (jeden na narastaj¡ce, drugi na opada-
j¡ce), skutkiem czego ich wewn¦trzne zegary byªy przesu-
ni¦te w czasie. Na podstawie sygnaªu zarejestorwanego

na jednym oscyloskopie student otrzymaª Ũ = (1 + i) V
oraz ω = 50π/s. Jakie wyniki uzyska drugi student?
Obaj u»ywaj¡ czasu podanego przez zegar swojego oscy-
loskopu.

II. INTERFERENCJA

Oblicz* Nieruchome punktowe ¹ródªo nadaje fal¦
d¹wi¦kow¡ o staªej cz¦sto±ci ω0. Wytworzony w ma-
kroskopowo nieruchomym powietrzu rozkªad waha« ci-
±nienia ma wówczas posta¢ fali sferycznej p(~r, t) =
<(p0 exp(i|k| · |r| − iω0t)/|r|), gdzie |~r| jest odlegªo±ci¡
od ¹ródªa, za± |k| = 2π/λ = ω/c to dªugo±¢ wektora
falowego. Rozwa»my dwa ¹ródªa umieszczone na pªasz-
czy¹nie w punktach (0,±d/2). Odbieramy sygnaª od ¹ró-
deª b¦d¡c w punkcie R(cosα, sinα), przy czym R � d.
Oblicz wkªad do odbieranego sygnaªu od ka»dego ze ¹ró-
deª. Je±li nie jeste± pewien jak skorzysta¢ z faktu, »e

R � d, przybli» wyra»enia na odlegªos¢ typu
√
x2 + y2

poprzez rozwini¦cie w szereg wzgledem maªej wielko±ci d
do pierwszego nieznikajac¡ego rz¦du. Zaznacz zespolone
amplitudy wkªadów na pªaszczy¹nie zespolonej i prze-
±led¹, jak zmienia si¦ ich suma wraz z k¡tem obserwacji
α. Jaka zmienia si¦ amplituda i faza sumy sygnaªów?

III. POWOLNE ZMIANY

Zauwa» »e sygnaª o cz¦stotliwo±ci ω′ = ω0 + ∆ mo-
»emy przedstawi¢ na dwa sposoby, które dobierzemy za-
le»nie od kontekstu �zycznego. Mo»emy przyj¡¢ U(t) =

<(Ũ ′ exp(iω′t)) lub U(t) = <(Ũ(t) exp(iω0t)) gdzie

Ũ(t) = Ũ ′ exp(it∆). Amplituda zespolona Ũ(t) zale»y
od czasu bardzo powoli, w przypadku procesów zacho-
dz¡cych na skali czasowej oscylacji ω mo»na uzna¢ j¡ za
staª¡. Jednocze±nie jednostajny obrót amplitudy zespo-
lonej Ũ(t) sygnalizuje przesuniec¦ie cz¦totliwo±ci sygnaªu
wzgl¦dem zaªo»onej cz¦stotliwo±ci ω0.

Oblicz 2. Sygnaª z generatora ustawionego na 50 Hz
podª¡czono do oscyloskopu wyzwalanego z sygnaªu sieci
elektrycznej 50 Hz. W ka»dym pomiarze rejestrowano
50 okresów oscylacji napi¦cia z generatora U(t). Na po-

cz¡tku wyznaczono Ũ = 1 V. jednak po 5 minutach mie-
rzony przebieg przesun¡ª sie na ekranie oscyloskopu i ob-
liczono Ũ = i V. Zgodnie z kalibracj¡ cz¦stotliwo±¢ gene-
ratora nie ró»ni si¦ o wi¦cej ni» 10 ppm (part per milion)
od zadanej. Co mo»na powiedzie¢ o rzeczywistej cz¦sto-
tliwo±ci sieci energetycznej w dniu pomiarów?

Rozwa»anie* Z jak¡ dokªadno±ci¡ mo»na zmierzy¢
cz¦stotliwo±¢ w ci¡gu 1 sekundy?
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IV. �WIERGOT (CHIRP)

Oblicz 3. Nieruchome punktowe ¹ródªo nadaje fal¦
d¹wi¦kow¡ o staªej cz¦sto±ci ω0 ze ±rodka ukladu wspóª-
rz¦dnych. Mikrofon porusza si¦ po prostej opisanej rów-
naniem (vt, d, 0) ze staª¡ pr¦dko±ci¡ v. Naszkicuj sytu-
acj¦ i oblicz rejestrowane wahania ci±nienia p(t).
Jak opisa¢ sygnaª którego cz¦stotliwo±¢ zmienia si¦ w

czasie? Analizuj¡c wy»ej przedstawione rozwa»ania mo-
»emy zauwa»y¢, »e rzeczywista cz¦sto±¢ sygnaªu jest po-
chodn¡ jego sumarycznej fazy (zawierajacej ω0t) po cza-
sie t. Je±li badany sygnaª U(t) mo»na zapisa¢ jako cz¦±¢
rzeczywist¡ pewnej funkcji U+(t) o wolnozmiennym, nie-
znikaj¡cym module U(t) = <(U+(t)), to wówczas caªko-
wita faza jest argumentem tej funkcji Φ(t) = arg(U+(t)).
Wobec tego cz¦sto±¢ chwilow¡ okre±limy wzorem: ω(t) =
d(argU+(t))/dt.
Oblicz* zale»no±¢ cz¦sto±ci od czasu w poprzednim

przykªadzie.
Oblicz* - modulacja fazowa Niech U(t) =

U0 cos(ω0t + φ(t)) b¦dzie przebiegiem o zmiennej w
czasie fazie i poªó»myφ(t) = a cos(Ωt). Oblicz cz¦sto±¢
chwilow¡ 1.
Przykªad - radio FM koduje sygnaª akustyczny p(t)

jako zmian¦ cz¦stotliwo±ci no±nej (ang. frequency modu-
lation).
Oblicz 4. Mikrofon i powietrze s¡ nieruchome, na-

tomiast ¹ródªo porusza sie na wózku wzdªu» osi x prze-
chodz¡cej przez mikrofon umieszczony w punkcie x = 0.
Poªo»enie ¹ródªa x(t) > 0 zmienia si¦ w czasie, ale pr¦d-
ko±¢ ẋ jest zawsze du»o mniejsza od pr¦dkosci d¹wi¦ku
c. Oblicz sygnaª odbierany przez mikrofon.

V. MIESZACZ

Szczególn¡ ¦ w pomiarach gra tzw. mieszacz (ang.
mixer, tak»e: mno»nik), który jest urz¡dzeniem póª-
przewodnikowym produkuj¡cym napi¦cie proporcjonalne
do iloczynu dwóch podanych napi¦¢ 2 Umix(t) =
2αU1(t)U2(t), gdzie α jest staª¡ okre±lajac¡ wzmocnienie
mieszacza. Rozwijaj¡c i porz¡dkuj¡c wzgledem cz¦stotli-
wo±ci dostaniemy:

Umix(t) = α<(Ũ1Ũ
∗
2 ) + α<(Ũ1Ũ2e

2iω0t). (3)

Napi¦cie na wyj±ciu miksera jest sum¡ dwóch skªadowych
- oscyluj¡cej z podwojon¡ cz¦sto±ci¡ 2ω0 oraz staªej. W
technice nazywa si¦ je odpowiednio skªadow¡ AC (alter-
nating current) oraz DC (direct current).

1 Na marginesie wspomn¦, »e tego typu przebieg w zakresie cz¦sto-
tliwo±ci akustycznych (kilkadziesi¡t a» do pojedynczych tysi¦cy
Hz), zale»nie od warto±ci a, oraz po uzmiennieniu w czasie am-
plitudy U0 mo»e brzmie¢ jak szereg ró»nych instrumentów mu-
zycznych (zob. Frequency modulation synthesis).

2 vide np. AD633 albo Double balanced diode mixer circuit

Narysuj* Wyra»enie (3) na pªaszczy¹nie zespolonej

dla staªego zespolonego Ũ1 i dwóch warto±ci Ũ2.
Oblicz* Uogólnij powy»szy wzór na przypadek gdy

cz¦sto±ci dwóch sygnaªów s¡ ró»ne i wynosz¡ ω1 i ω2.
Naszkicuj napi¦cie na wyj±ciu miksera, je±li ω1 = 2π ×
40 kHz za± ω2 = ω1 + 2πHz.
Rozwa»anie* Co mo»na by byªo przyªaczy¢ na wyj-

±ciu miksera, »eby pozby¢ sie skªadowej szybko oscyluj¡-
cej?
Mieszacz kwadraturowy jest u»ywany w celu dokªad-

nej analizy przebiegu U(t), który rozdzielamy pomi¦dzy
wej±cia 1 dwóch mikserów. Potrzebny jest do tego dwu-
kanaªowy generato,r który generuje sygnaªy UQ(t) oraz
UI(t) o tej samej amplitudzie i cz¦sto±sci ω0 oraz fazach
0◦ oraz 90◦. S¡ to sygnaªy w tzw. kwadraturze, po-
niewa» zarysowuj¡ kwadrat na pªaszczy¹nie zespolonej.
Podajemy te sygnaªy na wej±cia nr 2 dwóch mikserów.
Badany przebieg U(t) rozdzielamy i podajemy na wej±cie
2. Wówczas na wyj±ciach mikserów dostaniemy napi¦cia
proporcjonalne do <(Ũ) oraz =(Ũ) z dodatkiem skªado-
wych szybko oscyluj¡cych.
Terminologia mieszacze wykorzystuje si¦ powszech-

nie w technice radiowej (i mikrofalowej). Maj¡ one wów-
czas trzy zª¡cza sygnaªowe: wej±ciowe RF (radio frequ-
ency) i LO (local oscilator) oraz wyj±ciowe IF (interme-
diate frequency).

VI. FILTROWANIE

W poprzedniej sekcji zobaczyli±my, »e mieszanie sy-
gnaªu odniesienia z generatora UQ(t) = cos(ω0t) oraz

badanego sygnaªu U(t) = <(Ũ(t) exp(iω0t)) produkuje
sum¦ skªadowej staªej oraz skªadowej o cz¦sto±ci po-
dwojonej Umix(t) = α<(Ũ(t)) + α<(Ũ(t)e2iω0t). Pierw-
szy wyraz reprezentuje napi¦cie staªe lub wolnozmienne,
które mo»na np. zmierzy¢ woltomierzem aby przekona¢
si¦ o warto±ci cz¦±ci rzeczywistej amplitudy zespolonej Ũ .
Dlatego woleliby±my si¦ pozby¢ drugiego wyrazu, który
mo»e znacznie zafaªszowa¢ odczyt woltomierza. W tym
celu u»yjemy �ltra dolnoprzepustowego.
(Zasilony) �ltr dolnoprzepustowy o staªej czasowej τ

produkuje sygnaª Uout(t), który jest ±ci±le rzecz bior¡c
tzw. splotem sygnaªu wej±ciowego Uin(t) oraz odpowie-
dzi �ltra h(t) = exp(−t/τ):

Uout(t) = Uin(t) ? h(t) :=

ˆ t

−∞
dt′Uin(t′)h(t− t′). (4)

Splot jest linowy, tzn (αf(t) + βg(t)) ? h(t) = α(f(t) ?
h(t)) + β(g(t) ? h(t)).
Oblicz 5 Stosunek amplitudy wyj±ciowej do ampli-

tudy wej±ciowej po podaniu na wej±ciu sygnaªu o cz¦sto-
tliwo±ci ω. Uwaga: wynik jest liczb¡ zespolon¡ zawiera-
jac¡ informacje o przesunieciu fazy.
Oblicz 6 Prze�ltrowany sygnaª Umix(t) dany równa-

niem (3). Jaka musi by¢ staªa czasowa �ltra τ aby osªabi¢
skªadow¡ o podwojonej cz¦sto±ci 1000 razy w stosunku
do skªadowej staªej?
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Rysunek 1. Zasadnicze cz¦±ci wzmacniacza fazoczuªego (lock-
in). ref -wej±cie cz¦stotliwo±ci odniesienia synchronizuj¡ce we-
wn¦trzny generator sinusoidalny, U(t) - wej±cie sygnaªu bada-
nego, LNA - wzmacniacz niskoszumny, 90◦-przesuwnik fazy,
LPF - �ltr dolnoprzepustowy, X(t), Y (t) - wyj±cia.

VII. LOCK-IN

W laboratorium cz¦sto u»ywamy przyrz¡du lock-in (pl.
wzmacniacz fazoczuªy). Schemat blokowy zawieraj¡cy
jego zasadnicze cz¦±ci przedstawia rysunek 1. Przyrz¡d
ma wej±cie sygnaªowe U(t), z którego sygnaª jest wzmac-
niany i podawany na mieszacze w kon�guracji kwadra-
turowej. Sygnaª referencyjny, który moze mie¢ dosy¢
dowoln¡, byle okresow¡ posta¢, sªu»y do synchroniza-
cji wewn¦trznego generatora, który podaje napi¦cia na
drugie porty mikserów. Wyj±cia mikserów tra�aj¡ do �l-
trów dolnoprzepustowych. Przyrz¡d umo»liwia ustawie-
nie wzmocnienia wej±ciowego oraz staªej czasowej �ltrów
τ .
Sprawd¹* »e lock-in jest urz¡dzeniem liniowym - dzia-

ªanie dla napiecia bed¡cego sum¡ napie¢ sygnaª
Oblicz* Na wej±cie sygnaªowe lock-in podano sygnaª

o cz¦sto±ci innej ni» referencyjna ω = ωref + ∆, za± staªa
czasowa wynosiªa τ . Jaki b¦dzie sygnaª na wyj±ciu w
funkcji ∆?
Typowy eksperyment z u»yciem wzmacniacza fazoczu-

ªego przedstawia rysunek 2. Mierzone procesy �zyczne
cz¦sto s¡ na tyle sªabe, »e bardzo trudno je dostrzec na
tle dryfu, zakªóce« i szumów elektorniki. Rozwa»my sy-
tuacj¦ bez modulacji. Pod nieobecnos¢ pobudzania sy-
gnaª z fotodiody nie jest dokªadnie zerowy, lecz skªada
sie z szumu, w tym dryfu, oraz zakªóce«, np. 50 Hz z
sieci energetycznej, jak to przedstawia linia przerywana
�zero� na rysunku 2. Wª¡czenie pobudzania spowoduje
dodanie wªa±ciwego sygnaªu do tego tªa, jak to przed-
stawia czerwona linia ci¡gªa na rysunku 2. Maªe prze-
suni¦cie mo»e by¢ niezauwa»alne, a jego wielko±¢ trudno
mierzalna. Co si¦ stanie, je±li wªaczymy chopper i be-
dziemy z du»¡ cz¦sto±ci¡ na zmian¦ wª¡cza¢ i wyª¡cza¢
pobudzanie? Sygnaª z fotodiody b¦dzie wówczas sum¡
dryfu, szumu i skladowej zmiennej synchronicznej z po-
budzaniem. Wzmacniacz fazoczuªy pozwala wyªuska¢ t¦
ostatni¡ skªadow¡.
Rozwa»anie* Sygnaª z fotodiody pod nieobecno±¢ �u-

orescencji skªada si¦ z zakªóce« na cz¦sto±ci sieci energe-
tycznej 50 Hz i harmonicznych n× 50 Hz, oraz z powol-
nego dryfu widocznego na skali czasu powy»ej 1 s. Jak¡

pobudzanie

chopper

fluorescencja

fotodioda

próbka

LIA

t

U(t)
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Rysunek 2. Typowy ukªad pomiarowy ze wzmacniaczem fa-
zoczuªym. Badany proces �zyczny modulujemy w kontrolo-
wany sposób i informacje o modulacji przekazujemy do wej-
±cia referencyjnego. Ze wzgledu na szumy, dryf i zakªócenia
elektroniki sygnaª mierzony pod nieobecno±¢ pobudzania nie
jest dokªadnie zerowy, jak to przedstawia linia przerywana
�zero�. Maªy dodatkowy wkªad sygnaªu mógªby by¢ na tym
tle niezauwa»alny. Dzi¦ki zastosowaniu modulacji maªy do-
datkowy wkªad ma inn¡ cz¦totliwo±¢ ni» wi¦kszos¢ zakªóce«
jest ªatwieszy do dokªadnego zmierzenia.

pr¦dko±¢ obrotu tarczy choppera i staªa czasow¡ lock-ina
nale»y dobra¢?

VIII. PRZYK�AD: POMIAR ODLEG�O�CI

Rozwa»my zagadnienie pomiaru odlegªo±ci x(t) mi¦-
dzy ¹ródªem a mikrofonem. Odlegªo±¢ ta zmienia si¦ po-
woli, tzn. ẋ � c. Je±li sygnaª z mikrofonu podª¡czymy
do wzmacniacza fazoczuªego o odpowiednio krótkiej sta-
ªej czasowej, to na jego wyj±ciach dostaniemy sygnaªy
X(t) ∝ cosφ(t) oraz Y (t) ∝ sinφ(t) gdzie φ(t) = . . . x(t).
Narysuj 7 jak powinien by¢ podª¡czony generator,

nadajnik, mikrofon, lock-in?
Oblicz 8 staª¡ proporcjonalno±ci mi¦dzy faz¡ a poªo-

»eniem. Jaka b¦dzie ta staªa dla ω = 2π × 40 kHz?
Oblicz* maksymaln¡ staª¡ czasow¡ wzmacniacza

lock-in przy pr¦dko±ci maksymalnej wózka ẋ = 1 cm/s.
Rozwa»anie* generator ma pokr¦tªo amplitudy oraz

fazy generowanego sygnaªu. Je±li sygnaª z generatora
tra�a do »ró¹dªa d¹wi¦ku oraz wej±cia referencyjnego
wzmacniacza fazoczuªego, to jaki efekt b¦dzie miaªa re-
gulacja ustawie« generatora?
Opisane sygnaªy zmierzymy za pomoc¡ oscyloskopu,

zapisuj¡c przebieg X(t) oraz Y (t). Jak odzyska¢ st¡d
faz¦ φ(t) i nast¦pnie poªo»enie x(t)? Do obczenia fazy
sªu»y funkcja atan2(X(t), Y (t)) która wykorzystuje tan
b¡d¹ ctan zale»nie od ¢wiartki ukªadu wspóªrz¦dnych,
w której s¡ zbierane dane. Wynik dziaªania tej funckji
zawiera sie w graniacach −π do π.
Oblicz 9 tor ma dªugo±¢ L = 2 m, któr¡ wózek poko-

nuje w czasie T = 20 s ruchem jednostajnym. Naszkicuj,
jak b¦d¡ wygl¡da¢ zmierzone X(t), Y (t) oraz obliczone
φ(t).
Poniewa» obliczona faza φ(t) nie jest jednoznaczna, do

odzyskania polo»enia x(t) wykorzystamy fakt �zyczny, »e
wózek nie wykonuje nagªych skoków. Mo»na wobec tego
sformuªowa¢ algorytm unwrap. Je±li dwa kolejne punkty
w czasie tn i tn+1 ró»ni¡ si¦ faz¡ o wi¦cej ni» π to nale»y
doda¢/odj¡¢ 2π do wszystkich faz w czasie t > tn tak
aby skok zniwelowa¢.
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Oblicz* Ile punktow musi mie¢ przebieg zebrany na
oscyloskopie »eby mo»na byªo jednoznacznie stwierdzi¢,
jaki dystans pokonaª wózek? tzn. aby powy»szy algo-
rytm nigdy nie pomyliª si¦ przy korygowaniu przeskoków
fazy. Wózek porusza sie ruchem jednostajnym.

IX. PRZEBIEG �WICZENIA - TOR
POWIETRZNY

1. Podªaczy¢ generator do oscyloskopu i nadajnika, a
mikrofon do kolejnego kanaªu oscyloskopu. Zaob-
serwowa¢ sygnaªy, sprawdzi¢ »e faza zmenia zgod-
nie z przewidywaniami

2. Podªaczy¢ lock-in zgodnie z powy»sz¡ instrukcj¡.
Zachowaj podªaczenia do oscyloskopu z pkt. 1.
Sprawd¹ poprawno±¢ reakcji na odsuwanie mikro-

fonu.

3. Kalibracja odlegªo±ci/pr¦dko±ci d¹wi¦ku: wykorzy-
stuj¡c najdªu»szy mo»liwy ruch wózka i suwmiark¦
zmierz dªugo±¢ fali d¹wi¦ku z najlepsz¡ mo»zliw¡
precyzj¡

4. (opcjonalnie) analogicznie ustaw drugi wózek u»y-
wajac drugiego nadajnika i innej cz¦stotliwo±ci

5. Zmierz i zapisz X(t) oraz Y (t) dla ruchu jednostaj-
nego.

W domu: opracuj dane (w domu miedzy tygodniami za-
j¦¢).
Drugi tydzie«:

1. Zmierz przyspieszenie ziemskie

2. Zwery�kuj prawa odbicia spr¦»ystego


